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RESUMEN

Se formula la propagacién de contaminantes emitidos en la atmésfera por varias fuentes industriales usando la
ecuacién de transporte bidimensional. Se deriva el modelo adjunto y un principio de dualidad, los cuales permiten
plantear restricciones suficientes a las tasas de emisién de cada fuente industrial, con el objetivo de mantener la
concentracién promedio del contaminante en una zona de importancia ecoldgica por debajo de un valor maximo
admisible. Se sugieren dos estrategias. La primera se basa en la minimizacién de la norma en Lo de la fuente
contaminante sujeta a una ecuacién de enlace determinada por el principio de dualidad. La segunda estrategia se
deriva de una acotacién adecuada del principio de dualidad. En ambos casos las estrategias se definen en términos
de la solucién del problema adjunto.

ABSTRACT

The problem of propagation of pollutants emitted into the atmosphere by various industrial sources is formulated
using the two-dimensional transport equation. An adjoint transport model and dual principle are derived that
permit to impose sufficient restrictions on the emission rates of each industrial pollution source in order to maintain
average pollution concentration in an ecologically important zone below a maximally admissible value. Two stra-
tegies of control of the emission rates are suggested. The first one is based on the minimization of the Lo-norm of
the emission rates subjected to a linking equation determined by the dual principle. The second strategy is derived
from an adequate limitation on the temporal behavior of the emission rates. Both the strategies are defined in
terms of the adjoint transpot problem solution.
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1. Introduccién

Asumiendo que se conoce la velocidad del viento U en una regién D, por ser una informacién
que proviene de un modelo dindmico o datos climéticos (Davydova y Skiba, 1998; Davydova et
al., 1999), es posible modelar la propagacién de contaminantes emitidos en la atmésfera usando
la ecuacién de transporte bidimensional. Tanto el problema de la propagacién del contaminante,
como el de la optimizacién de las emisiones desde plantas industriales, son problemas de impor-
tancia ecolégica que fueron formulados en la década pasada (Marchuk, 1982, 1986; Penenko y
Raputa, 1983; Skiba, 1993). Dichos problemas pueden ser estudiados usando las formulaciones
directa y adjunta del problema de transporte, complementidndose ambas en funcién de la ca-
racteristica del modelo a estudiar. Algunos algoritmos numéricos balanceados y absolutamente
estables para resolver dichas formulaciones en una 4rea limitada, fueron propuestos por Skiba
(1993, 1995, 1997) y Skiba et al. (1996).

El objetivo de este trabajo es deducir restricciones matematicas suficientes para las tasas
de emisién de contaminantes de industrias ubicadas en una regién D, con la finalidad de que
la concentracién promedio en espacio y tiempo de una especie contaminante en una zona de
importancia ecolégica (2, no rebase un valor méximo admisible Jy. El valor Jj, se fija de acuerdo
a normas sanitarias y a la importancia de la zona (habitacional, escolar, 4reas verdes, etc.). Para
formular las restricciones resulta de gran importancia el principio de dualidad que relaciona los
modelos directo y adjunto (Marchuk y Skiba, 1976), dicho principio es el resultado de considerar
las soluciones de los modelos dentro de la identidad de Lagrange.

2. Modelo directo

Una sustancia (especie) contaminante en la atmésfera se encuentra sujeta a diversos procesos
fisicos y quimicos que influyen en su propagacién, tres de éstos son: adveccién por corrientes,
difusién turbulenta y destruccién por reactividad fotoquimica. En lo que sigue se plantea un
modelo simple que toma en cuenta estos tres fenémenos y se asume que el campo responsable
del proceso advectivo (viento) no contiene componente vertical, por lo cual el fenémeno de
propagacién se considera bidimensional.

Sea D un dominio conexo bidimensional con frontera abierta S y seanr; € D , ¢ = 1..N, las
ubicaciones de las industrias que emiten una especie contaminante con tasas respectivas Q;(t),
t+ = 1,...,N. Denotemos con ¢(r,t) la concentracién de la especie contaminante en el punto r
al tiempo ¢. En una primera aproximacién la propagacién del contaminante se puede describir
mediante el sistema de ecuaciones:

% UVSt0p—V-(uV9) = f(r,8) en Dx(0,T), (1)
¢(r,0) = d)o(r) en D, (2)
é] -
,u£ ~Unp=0 en S, (3)
G,
p,ég =0 en S+, (4)

V-U=0 en D, (5)
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donde U = U(r,t) denota la velocidad del viento en D y se asume que cumple la ecuacién
de continuidad (5). ¢ > 0 y u > 0 son los coeficientes de destruccién quimica de la especie
contaminante y difusién turbulenta respectivamente, y f(r,t) es el forzamiento formado por las
fuentes puntuales de emisién del contaminante:

N

f(r,t) = ) Qi(t)8(r — ;).

1=1

La ecuacion (2) define a ¢0 como la distribucién espacial de la especie contaminante al tiempo
t = 0 sobre D, es decir, ¢O es el residuo del contaminante en la atmésfera que dejé la actividad
industrial en un intervalo de tiempo pasado (por ejemplo el dia anterior).

La frontera S se ha dividido en dos partes dependiendo de si el flujo entra a D o sale,
es decir, ST se define como los puntos de S tal que Up = U-n >0, donde n es el vector
normal exterior y S~ se define como el complemento (Up = U -n < 0). La condicién de frontera
(3) dice que cuando el viento ingresa a D, el flujo total del contaminante tomando en cuenta

difusién y adveccién es igual a cero, por lo cual en S™ no hay salida de la especie contaminante.
La condicién de frontera (4) dice que cuando el viento sale de D se desprecia el flujo difusivo
turbulento en comparacién con el flujo advectivo del contaminante. Estas condiciones de frontera
fueron definidas por Marchuk (1986) y generalizadas al caso de tres dimensiones por Skiba (1993).

Las condiciones de frontera (3) y (4) tienen buenas caracteristicas mateméaticas, ya que hacen
del problema (1)-(5) un problema bien formulado en el sentido de Hadamard (1923), es decir,
la solucién del problema (1)-(5) es tnica y estable respecto de pequefias perturbaciones en
las condiciones iniciales, mas atn, es posible mostrar que hay estabilidad respecto a pequefias
perturbaciones en el forzamiento. Para mostrar esto se define el operador:

A(¢) =U-Vé+0p—V-(uV9),

en el dominio

® = {¢ € C*(D) | ¢ cumple (8) y (4)} C L2(D).

El operador A es positivo, ya que:

(A9),8) = [ (06" + uVeP)asr + 5 [/S+ $0nds - [ _ ¢2Und5] >0Vg €@,

donde el producto interior se toma en el espacio de Hilbert Lo(D), es decir, (p,%) = [p pydr.

De la ultima desigualdad se puede deducir la siguiente acotacién en un intervalo de tiempo

fijo [0,7 :
19ll < T max 1, 0l1+ 6]

donde ||¢]| = \/(#, #) es la norma de Ly(D).

De esta tltima acotacién y usando el hecho de que el modelo (1)-(5) es lineal, se obtiene
la unicidad y estabilidad antes mensionada. Para una demostracién de existencia, unicidad y

estabilidad en espacios de funciones generalizadas se puede consultar Skiba y Parra-Guevara
(1999).
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Si se integra (1) sobre D y se usan las condiciones (3), (4) y (5), se obtiene la ecuacién de
balance:

2 /D bdr = gjlczi(t) ~ /D odr — /S+ Ungds,

esta ecuacién dice que la variacién de la masa total de la especie contaminante en D es igual a
la suma de tasas con que se suministra, menos la destruccién total por actividad fotoquimica,
menos la perdida del contaminante que escapa por la frontera debido a la adveccién (notar que
Up > 0en S+), lo cual es consistente con el fendmeno en estudio.

Ahora consideremos a {1 una regién (fija) de importancia ecolégica contenida en D, se define
la funcional J como:

1 T
J(¢) = l—ﬂ—l—f—/ﬂ/T-r ¢(r, t)dtdr,

J representa la concentracién promedio en la regién 2 y en el intervalo de tiempo [T — 7,T] de
la especie contaminante en estudio.

Dependiendo del tipo de regién que sea (1, se define una concentracién maxima admisible Jy de
la especie contaminante, que puede ser tolerada por la acumulacién de las emisiones industriales.
El objetivo ahora es acotar (restringir) en forma adecuada las tasas Q;(t), 7 = 1..N, de tal manera
que se cumpla la desigualdad:

J(¢) < Jo.

Para alcanzar este objetivo se define un modelo adjunto asociado al modelo directo antes
descrito.

3. Modelo adjunto

Sea H un espacio de Hilbert y L : H — H un operador lineal con dominio @, el operador adjunto
de L es un operador lineal L* : H — H con dominio ®* que satisface la identidad de Lagrange:

(Lé,g) =(¢,L'g) Vocd, ged.

Para el problema de la propagacién de una especie contaminante en la atmésfera se tiene que:

H=L(Dx(0,7), L($)=%+UVp+o4-V (uv9) y

® = {$cCHD x (0,T)) | ¢ cumple: $(0)=0,(3) y (4)}.
Usando la identidad de Lagrange se puede mostrar que:

0]
L'(g) =~ ~UVg+og- V- (uVg).
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El modelo adjunto se puede ahora formular como:

_?69% - U-Vg+09-V:(uVg) =p(rt) en Dx(0,T), (6)
g(r,T)=0 en D, @
dg -
— = 8
“6n 0 en S, (8)
“Qg__{_Ung:O en S+. (9)
on

Donde (7), (8) y (9), definen el dominio ®* del operador L* y p(r,t) es un forzamiento por
definir.

El problema (6)-(9) es un problema bien formulado en el sentido de Hadamard (1923) si se
resuelve de t = T a t = 0, la demostracién es similar a la del problema (1)-(5).

Multiplicando (1) por g y (6) por ¢, restando los resultados, integrando en D x (0,T) y usando
(2), (3), (4), (5), (7), (8) y (9) se establece el principio de dualidad para cualquier forzamiento
p:

T N .1
/D /0 p(r, 1) (r, t)dtdr = Z_jl /0 o(r; )Q;()dt + /D o(r,0)¢°(r)dr.

Al definir

fwr @Heax(r-rT)
”(r’t)“{mor (r,t)¢ﬂx(T—r,T)}’

se obtiene del principio de dualidad que:

N T
= X X r 0 r)ar.
16 =3 [ a0 + [ otr,00°w)a (10)

Esta ultima ecuacién calcula el impacto de las emisiones contaminantes sobre la regién
ponderando las tasas de emisién con la solucién del modelo adjunto restringida a los sitios de las
emisiones. Es importante notar que la solucién del modelo adjunto no depende de los pardmetros
del problema de contaminacién (Q;,r; y ¢0), y sf depende de la regién Q1 y el intervalo de tiempo
de andlisis, es entonces el principio de dualidad el enlace entre todos los pardmetros.

4. Primera estrategia de restriccién

En lo que sigue se formula la primera estrategia de restriccién para las tasas de emisiones
contaminantes.
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Se asume que sélo hay una fuente contaminante en el sitio ry con una tasa de emisién Q(t)
(més adelante se hace una generalizacién), con esto la ecuacién (10) toma la forma:

T
3@) = [ otwo,Qdt + [ glr,0¢°(r)ar,

donde la integral [p g(r,0)¢°(r)dr, representa la concentracién de la especie contaminante en
) durante el intervalo de tiempo [T — 7, T] , debido sélo a la distribucién del contaminante que
habia en D al tiempo t = 0, es decir, el residuo del contaminante en la atmésfera por la actividad
industrial del dia anterior.

El impacto que tiene ¢>0 en los niveles de contaminacién en 2 es imposible de evitar, por lo
tanto la meta es restringir la tasa @ de tal forma que el impacto de ésta en {1 no supere el valor

Jo — [p 9(r,0)¢° (r)dr.

Se define el pardmetro a como:

0
a=Jo— [ o(r,000°(r)ar (11)
Si o = 0 entonces la tnica estrategia de restriccién de contaminantes para cumplir que:

J(¢) < J0>

es tomar Q = 0 (parar la actividad industrial). Si @ < O entonces atn tomando Q = 0, se
tiene que se sobrepasa la concentracién maxima admisible Jy en la regién {1, sin embargo es
importante notar que parar la actividad industrial reduce el riesgo de alcanzar niveles téxicos
del contaminante. El caso més interesante ocurre cuando a > 0, que corresponde al caso en que
el residuo del contaminante del dia anterior es pequefio.

Con la suposicién de a > 0 y usando el producto interior de L9(0,T) podemos afirmar que
nuestro objetivo es hallar Q € L,(0,T) tal que:

(9(r0), Q) < 0.

Existe una infinidad de soluciones a este problema, donde cada Q define una estrategia de
restriccién de emisiones contaminantes.

Una tasa de emisién @ tal que (g9(rg), @) < «, puede restringir significativamente la pro-
duccién de una empresa, por lo cual es mejor para la industria buscar Q tal que (g9(rp), Q) = a.
Este Gltimo problema también tiene una infinidad de soluciones, y algunas de ellas aun cuando
mantienen niveles de contaminacién aceptables en 1, pueden tener fuertes emisiones en rqg y
dafiar con esto una vecindad de este punto. Para evitar esto se deben hallar aquellas tasas de
emisién @ que liberen la menor masa contaminante entre aquellas que cumplan (g(rg),Q) = a.
Como maéas adelante se muestra este problema tiene solucién inica y se denota como Qnip-

Se define la funcional F : L9(0,T) — R como:

F(Q) = Ql’,

donde ||Q|| = fg Q?(t)dt, es la norma inducida en Ly(0,7). F mide la masa total del conta-
minante emitida por la fuente en rp, con una tasa Q en el intervalo de tiempo [0,T].
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Se define el siguiente problema de optimizacién:

min F(Q) =/ Q ||%,

sujeto a (g(ro),Q) = a.

Este problema de optimizacién tiene una interpretacién geométrica sencilla. La ecuacién
(9(ro0),Q) = o, define un hiperplano en L3(0,T) con normal g(ro,t) y F representa la distancia
de cada punto en este hiperplano al origen. Por lo tanto el problema de optimizacién consiste
en hallar el punto del hiperplano de minima distancia al origen.

En lo que sigue se muestra que este problema tiene solucién tnica y ademas la Ls-norma de
dicha solucién define una cota adecuada para las tasas de las fuentes contaminantes.

LEMA 1. El conjunto:

C={Q e L*0,T) | (9(r0),Q) = a},

es convezo y F |o es estrictamente conveza.

DEMOSTRACION:
Sean Q1 y Q2 elementos distintos en C y Ae(0,1), AQ; + (1 — A)QqeL? 0,7 y

(9(r0), AQ1 + (1 = X)Q2) = Mg(r0), Q1) + (1 ~ A)(g(r0),Q2) = Ao+ (1 - Na =a,

por lo tanto C es convexo.

Por otra parte:

(AQ1+ (1-2)Q2)% = (Q2 + A(Q1 — Q2))2 < 2@} + (1 - N)QE vt

ya que A% < ). Integrando en (0,T) se tiene la convexidad estricta de F.

LEMA 2. Para toda funcional F estrictamente conveza definida sobre un conjunto convezo C
contenido en un espacio normado, se tiene que:

i) st existe un minimo local de F sobre C entonces este debe ser un minimo global sobre C, y

i) si eziste un minimo global de F sobre C entonces este debe ser unico.

DEMOSTRACION:
Ver Cheney (1966), Watson (1980) y Achieser (1992).

Por los lemas 1 y 2 tenemos que si el problema de optimizacién antes formulado tiene un
minimo, entonces éste debe ser tinico.
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Ahora mostramos la existencia de dicho minimo.

TEOREMA 1. Sea

. = g(rO:t)
Ormin llg(ro)ll’

entonces Qp;, €5 el minimo de F sobre C.

DEMOSTRACION:
Qmin € LZ(O;T) y

r9), &min) = rt,aﬂ—’—t)— = a,
(9(r0), Qmin) = (g(ro,?) ||9(ro)||2)

por lo cual Qi € C.
Sea Q € C arbitrario y definamos 6Q = Q — Qpj,- Tenemos que VA € B

(Qmin + A‘5Q>9(r0)) =a Yy (Qm;n,5Q) =0.

Definamos :

T 2
h(2) = F(Quin + A6Q) = / (Qmin + A6Q)"dt.

0

, T T
WO =2 [ Qun+2Q0Qd v H(©0)= [ QuntQdt=0,
0 0

por lo tanto A = 0 es un punto critico de h(}).

" . T 2
R'A) =2 6Q*°dt >0,
0

por lo cual A = 0 es un minimo local de h. Ya que h es la restriccién de F sobre una linea en

C, entonces h es estrictamente convexa y por el Lema 2 tenemos que A =0 es un minimo global
dnico, por lo tanto:

h(0) <h(1) 6  F(Qmin) < F(Q).

TEOREMA 2. Sea a > 0 y Q(t) > 0 cualquier tasa de emisidn de contaminantes en el sitio ro tal
que:

IR < 1@Qminll = TSIk

entonces se cumple que la concentracion promedio del contaminante en una zona de importancia
ecolégica Q no rebasa la concentracidn mdzima admisible Jy.
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DEMOSTRACION:
Aplicando la desigualdad de Holder se tiene que:

(@,9(ro0)) < {IQUHIglro)ll < Tateolll llg(ro)ll = e,

usando (11) concluimos que:

T
39) = [ alroQWat + [ gr,0)8°w)ar <o

Es importante notar que la dltima proposicién define la cota que debe cumplir la norma de
la tasa de emisién @ y por lo tanto no se restringe la forma de Q en el intervalo (0,7).

5. Segunda estrategia de restriccién

En esta seccién se formula una estrategia de restriccién de emisiones contaminantes que a di-
ferencia de la planteada en la seccién anterior lo que restringe es la forma de Q en el intervalo
(0,7).

Se supone como en la seccién anterior que sélo hay una fuente que emite contaminantes en
el sitio rg y que el pardmetro o definido por (11) es positivo. El objetivo como antes es hallar

Q € L*(0,T) tal que:

T
/0 g(ro,t)Q(t)dt < c.

La idea para lograr que se cumpla la desigualdad anterior es permitir que Q(t) tome valores
grandes cuando g(rg t) tiene valores pequefios, y que Q(t) tome valores pequefios cuando g(ro,t)
tiene valores grandes. La desventaja en este criterio es que en un determinado intervalo de
tiempo se permitirfan descargas muy grandes de contaminantes (por ejemplo si g(rot) = 0),
provocando un grave desequilibrio ecolégico en una vecindad del punto rg. Por tal motivo se
define el pardmetro § > 0 como la tasa maxima de emisién admitida por la fuente en rg, la cual
no viola las restricciones sanitarias impuestas en una vecindad de este punto.

Se define la funcién G como:

G =Mty 8 t€l
6 st telo,T|-1I1}"

donde el conjunto I se define como:

I={te[0,T}]|g(rot) > 0}.

Si se asume que g(ro t) es una funcién de soporte compacto, entonces I se puede expresar como
la unién de intervalos contenidos en [0,T] .

Con estas definiciones se puede enunciar el siguiente teorema de restriccién suficiente.
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TEOREMA 3. Sea a > 0 y Q(t) > 0 cualquier tasa de emisidn de contaminantes en el sitio ry tal
que:

Q) <min{s,G(t)} para cada't,

entonces se cumple que la concentracidn promedio del contaminante en una zona de importancia
ecolégica 1 no rebasa la concentracidn mdzima admaisible Jy.

DEMOSTRACION:

T
[} stwon@ar= [ oonQit < [ ooty sar< gy [ar<a,

si se considera (11) se obtiene que:

T
30) = [ olwon@dr + [ or,0)¢°(x)ar <o

Es importante notar que la eleccién de Q(t) = min {§,G(t)}, es la menos restrictiva para la
actividad industrial.

6. Generalizacién

La generalizacién de las restricciones a las tasas de emisién de contaminantes antes descritas
para N fuentes industriales es inmediata.

Sean r; para 1 = 1..N, los sitios de las fuentes puntuales de emisién de contaminantes, en este
caso debemos restringir las tasas Q;(t) ¢ = 1..N, de tal forma que se cumpla:

N T
() = ; /O o(r; )Qq(1)dt + /Dg(r,0)¢°(r>dr <Jo.

Como antes se supone que el pardmetro « definido en (11) es positivo.

Sean ~1,7v2,---YN, constantes positivas (pesos) tales que:

Mttt v=1

Cada constante -, representa la fraccién que corresponde a la industria ¢ del volumen total de

contaminante que puede ser emitido cuando las empresas trabajan al 100% de su capacidad.

Dicha constante esta en funcién del tamafio de la empresa, por ejemplo, si sélo hay dos empresas

en la regién de estudio y la ubicada en ry trabajando al 100% puede emitir dos veces més

contaminantes que la ubicada en r; trabajando tambien al 100%, entonces se definen los pesos
_ 1 _ 2

comoy =3y Y2 =3

Para generalizar la primera restriccién basada en la acotacién de la norma se debe tomar:

1Q Vi=1.N.

< o
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Con esto se establece :

Vit &

(Qir9(r)) S IQsl lg(ra)ll < el lg()ll =7 - o,

y sumando sobre esta desigualdad se tiene:

N N

Y Qi) <D vira=a,

finalmente si usamos (11) se llega al resultado buscado.

Para generalizar la segunda restriccién basada en la forma de la tasa de emisién se debe tomar:

Q;(t) < ~;-min {6,G;(¢t)} paracadat y para cada 1,

donde §; y G; se definen para cada fuente puntual como en la seccién anterior.

Con esto se tiene que:

T
Tt & (e
gr-tQ-tdt:/gr-tQ-tdtS/grt——dtS———-'y-/ dt < a-n,
‘/.0 (1,) 7.() Ii ('L,) ’L() I,' (1’)|Ii|'9(1’1‘,t) |I'L| 1 Ii t

y sumando se establece:

N .7 N
> [ atriQud < Yo =a,
=170 i=1

finalmente aplicando (11) se tiene el resultado buscado.

7. Conclusiones

Con base en la solucién g del modelo adjunto, que es posible calcular independientemente de
los pardmetros involucrados en el proceso de contaminacién, se pueden definir restricciones a
las tasas de las fuentes contaminantes que toman en cuenta: la zona ecolégica {1 que se desea
proteger, la concentracién méxima del contaminante admisible Jy en dicha zona, la restriccién
sanitaria en una vecindad que rodea cada fuente industrial de emisién de contaminantes y la
capacidad méxima de emisién de cada fuente. Dado que es posible obtener por monitoreo la
distribucién inicial del contaminante 450 y la velocidad del viento dominante U en D, y ademés
calcular a g en forma eficiente (Skiba 1993, 1995), serd posible dia a dia planear la actividad
industrial en base a las restricciones formuladas para proteger la regién .

Es particularmente importante para formular una restriccién tomar en cuenta el pardmetro
«, ya que si es negativo segin el modelo serd imposible impedir que los niveles de contaminacién
rebasen el maximo admisible en 1 y si es igual a cero sera necesario parar toda actividad
industrial en la zona. Sélo el caso o > 0 permite formular restricciones donde las tasas de

emisién de contaminantes son diferentes de cero y por lo tanto la actividad industrial puede
continuar.
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